PROJEKT: PROSTOKATNA SKONCZONA STUDNIA KWANTOWA

dutu pomnozony przez element objetosci opisuje prawdopodobieristwo, a prawdo-
podobienistwo znalezienia czastki gdziekolwiek w danym stanie musi by¢ réwne 1.
Matematycznie oznacza to, ze catka z kwadratu modutu funkgji falowej po catej roz-
patrywanej przestrzeni musi by¢ réwna 1. Normowanie takie jest zawsze mozliwe,
poniewaz réwnanie Schrodingera jest liniowe, czyli funkcja bedaca rozwiazaniem
pomnozona przez dowolna liczbe dalej nim pozostaje.

1.2 PROBLEM: STANY WEASNE CZASTKI W PROSTOKATNE]
SKONCZONE] STUDNI POTENCJALU

W tym projekcie zastosujemy stacjonarne réwnanie Schrédingera (1.1.2), aby wy-
znaczy¢ stany i energie wiasne elektronu w prostokatnej, skoriczonej studni poten-
gjatu. Nie jest to problem czysto akademicki, gdyz uktad taki modeluje na przyktad
bardzo dobrze heterostruktury pétprzewodnikowe (uklady warstwowe). Méwimy
wowczas, ze uklad jest kwazijednowymiarowy, poniewaz istotne zmiany charakte-
rystyk fizycznych wystepuja tylko w jednym kierunku. Tutaj jednak potraktujemy
ten uklad jako najprostszy, jednowymiarowy model atomu wodoru. W takim przy-
padku réwnanie (1.1.2) przyjmuje postaé

W d?
ST +V(x)| p(x) = ep(x) (1.2.1)
z potencjatem réwnym (rys. 1.1)
V(x) = -V, dla —a/2<x<a/2
10 dlax < —a/21ubx > a/2.

W jednostkach atomowych (Hartree) # = m, = ¢ = 1 to réwnanie upraszcza sie do

lez Tk (x)} p(x) =0, (1:2.2)

gdzie k?(x) = 2(e — V(x)). Rozwiazania analityczne dziela sie na trzy rodzaje: dwa
wewnatrz studni (rys. 1.1) rézniace sie symetria (symetryczne i antysymetryczne)
oraz trzecie to adekwatne rozwiazania na zewnatrz studni:

A cos(kx) dla —a/2 <x <a/2 (parzyste)
P(x) = ¢ Asin(kx) dla —a/2 <x <a/2 (nieparzyste) (1.2.3)
Bexp(Fxx) dlax < —a/21lub x > a/2.
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METODY NUMERYCZNE

Jak wida¢, rozwiazania sa zalezne od dwoch -a /2 "V( :L‘) a /2
parametréw: k — liczba falowa (wewnatrz
studni) i x — szybko$¢ wyktadniczego spadku x
(na zewnatrz). Jak zobaczymy w kolejnej sekcji, zﬂ _______________
metoda numeryczna sprawdza sie do wyzna- \//'

czenia tych parametréw dla kolejnych stanéw

wiasnych (beda one zindeksowane). / \

Warto zwréci¢ uwage, ze funkcja falowa (jak ~ — —

i kwadrat jej modutu) ma skoriczone wartosci
poza studnia, czyli w obszarze, gdzie energia v
kinetyczna czastki jest ujemna. W $wietle me- v
chaniki klasycznej czastka nie moze mie€ ujem- Rysunek 1.1. Studnia potencjalu wraz
nej energii kinetycznej, dlatego nazywamy ten z rozwiazaniami: symetrycznym (dolne)
obszar klasycznie zabronionym, a zjawisko — 1antysymetrycznym (gorne)
tunelowaniem kwantowym.

1.3 METODY NUMERYCZNE: WYZNACZANIE MIE]JSC
ZEROWYCH FUNKCJI CHARAKTERYSTYCZNYCH

Warunkiem na to, ze typowana wartos¢ energii € w formule (1.2.1) to warto$¢ wia-
sna, jest gltadkie zszycie rozwiazania wewnatrz studni z rozwiazaniem na zewnatrz
(rys. 1.2) (warunek ciagltosci funkgji). Matematycznie oznacza to, ze wartosci funkcji
i jej pochodnej musza by¢ réwne w x = a/2 (dzieki symetrii nie musimy uwzgled-
nia¢ punktu —a/2). Otrzymujemy:

o dla rozwiazan symetrycznych

+Acos(ka/2) = £Bexp(—ka/2) ( )
FAksin(ka/2) = FBxexp(—«xa/2), 1.3.1

o dla rozwiazar antysymetrycznych

+Asin(ka/2) = £Bexp(—ka/2) ( )
+Akcos(ka/2) = FBrexp(—xa/2), 1.3.2

gdzie k = \/2(e+ V) ik = /—2e.

Dzielac réwnania przez siebie w powyzszych uktadach, otrzymujemy dwie funk-
gje charakterystyczne: Fopen(€) 1 F,44(€) wraz z natozonym na nie warunkiem zero-
wania sie, dla rozwigzan symetrycznych (parzystych) i antysymetrycznych (niepa-
rzystych):

Feven(e) = sin(ka/2) —x/k - cos(ka/2) =0 (parzyste) (133)
Fy44(e) = sin(ka/2) +k/x - cos(ka/2) =0 (nieparzyste). 33
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PROJEKT: PROSTOKATNA SKONCZONA STUDNIA KWANTOWA

Warto$ci wiasne znajdujemy, rozwiazujac te réwnania (znajdujac miejsca zerowe tak
skonstruowanych funkcji charakterystycznych).

>

Rysunek 1.2. Rozwiazania wewnatrz i na zewnatrz studni (odpowiednio f(x) i g(x))
musza mie¢ takie same wartosci i takie same warto$ci pochodnych na krawedzi studni,
dzieki czemu zapewniona jest ciagtos¢ i gtadkos¢ rozwiazania, co jest jednoczesnie wa-
runkiem na znalezienie wartosci wlasnej

1.4 CWICZENIA

Obowigzkowe

1. Uzywajac programu QWELL, stablicuj funkcje Fepen(€) i Fog(€) (sa to funk-
cje odpowiadajace rozwiazaniom parzystym i nieparzystym, ktérych miejsca
zerowe sa energiami pozioméw kwantowych). Obliczenia wykonaj dla trzech
istotnie r6zniacych sie zestawéw parametréow a i Vj (np. studnia ptytka i sze-
roka, gleboka i waska, posrednia). Wykonaj odpowiednie rysunki.

2. (Prostokatna studnia kwantowa jako model atomu wodoru). Sprébuj dopaso-
waé pierwsze dwa poziomy kwantowe studni do pierwszych dwoéch pozio-
moéw energii w atomie wodoru, stosujac metode préb i btedéw (wskazowka:
rozpocznij poszukiwania od wartosci a = 3 Bohr oraz V, =1 Hartree). Jaka
jest warto$¢ trzeciej energii i czy miesci sie ona w zakresie energii wewnatrz
studni? Mozna takze sprobowaé dopasowac pierwszy i trzeci poziom. Jaka
warto$¢ ma wéwczas drugi poziom? Jak bardzo rézni sie od prawdziwej war-
tosci? (Uwaga: w jednostkach atomowych energie wtasne atomu wodoru dane
sa wyrazeniem: ¢, = —1/(2n?); poniewaz studnia jest ukladem 2-parame-
trowym, dwa poziomy mozna dopasowac z dowolnie mata niepewnoscia).



CWICZENIA

Zaawansowane

1. Zaproponuj algorytm i napisz program, ktéry automatycznie znajdowatby pa-
rametry studni majace dwa pierwsze poziomy energii zgodne (z zadana nie-
pewnoscia) z energiami w atomie wodoru.

2. Dla wyznaczonych energii wlasnych narysuj funkcje wiasne oraz kwadraty
ich modutu, na tle rysunku studni (pomini procedure normowania). Zaobser-
wuj zjawisko tunelowania kwantowego.



